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Résumé

Dans le cadre de la mécanique quantique, 1’utilisation de bi-spineurs
ou “unités tétravalentes” (UT) identiques dont le nombre est infini mais
dénombrable posseédant chacun deux états quantiques doublement dégénérés
(tétravalence) séparés par une énergie 2A, permet de montrer que lorsqu’une
énergie de transfert { existe entre ces unités, I’énergie relativiste et les états
quantiques relativistes d’une particule libre de masse au repos A/c?, de spin
1/2 ainsi que ceux de son antiparticule sont retouvés. Un espace a trois di-
mensions est issu de ces unitées et de 1’ordre existant entre eux. Cet espace
est euclidien et quantifié avec un longueur minimale égale aZic/C.

*e-mail : bservant05 @hotmail.com



Table des matieres

1 Introduction 3
2 Modélisation 5
2.1 Définition des Etats a une Particule . . . . ... .......... 5

2.2 Energies et Etats propresd’une UT . . . . . .. ... ... .... 6

3 Dégénéressence N des Etats i une Particule 9
3.1 Couplage . . . .. .. 9

3.2 Interprétation du Couplage W, en termes de Rotations . . . . . . . 10

4 Equation de Schrodinger 13
S Valeurs Propres de H 14
6 Vecteurs Propres de H 18
7 Coordonnées Spatiales et Unité de longueur. 20
8 Conclusion 22
9 Annexe A 23
9.1 Représentation sous forme d’axes . . . .. ... .. ... .... 23
9.1.1 MatriceQ . . . . . . . ... 24

9.1.2 Association Spineurs-Axe . . . . . .. ... ... 25



1 Introduction

Dans ce travail nous allons aborder le probleme des Ibozoo uu d’une fagon qui
n’a plus rien a voir avec 1’approche utilisée dans les travaux précédents que 1’on
retrouvent sur notre blog. Le présent article aborde ce probleme par une voie plus
conventionnelle et les résultats obtenus sont issus de recherches entreprises en
1997 et terminées en 2000. Cependant, a I’époque, certains aspects demeuraient
obscurs quant a leur interprétation physique. C’est pourquoi ces résultats n’ont
jamais été publiés.

L’idée derriere ce travail était la suivante. Selon les textes ummites, les ibozoo
uu sont des entités dénombrables dont le nombre est pratiquement infini et en
interaction mutuelle. Si les ibozoo uu sont réels, s’ils sont vraiment a I’origine des
particules élémentaires, comme le prétendent les textes ummites, alors on devrait
pouvoir retrouver nos théories (bien terrestres) concernant ces particules a partir
de ces ibozoo uu. Une de ces théories, bien connue et acceptée a I’époque ou les
textes ummites sur les ibozoo uu ont fait leur apparition, est celle de 1’électron
de Dirac ou plus précisément du champ de Dirac. Notre travail consistait donc
a retrouver les résultats de cette théorie a partir d’entités disposées en des sites
dénombrables (i.e. un réseau) et soumises a des interactions mutuelles. Au fil de
nos recherches nous avons été amené a conclure que ces entités devaient €tre des
bi-spineurs que nous avons appeler unités tétravalentes ou UT car elles possedent
chacune quatre états possibles !.

Il faut dire que ces UT ne sont pas “dans” I’espace 3D que nous percevons.
Il n’y a pas de distance entre eux. Ils sont dans 1’espace de Hilbert ou espace
des états. Ce qu’il faut comprendre c’est qu’en mécanique quantique nous avons
affaire a une codification entre espace de Hilbert et I’espace physique. D un c6té
nous avons I’espace 3D physique percu (EPP) et de I’autre I’espace des UT (EUT).
Ce code nous permet d’associer de maniere bi-univoque les éléments de I'un a
ceux de I'autre. Dans EUT il n’y a que des rotations entre les UT. Une rotation
relative entre deux UT d’un angle 7 autour d’un axe (de rotation) commun est
percu dans notre EPP comme deux “points” séparés par une distance minimale
“a” le long d’une direction qui s’identifie a I’axe de rotation précité. Une rota-
tion relative de 37 autour du méme axe correspond a une distance 2a et ainsi de
suite. Il faut bien voir que dans EUT la rotation d’un UT, d’un angle égal a un
multiple impair de 7, autour d’un certain axe (de rotation) d’un autre UT (uti-

1. 1I faut souligner ici que dans les textes ummites la notion de tétravalence est souvent men-
tionnée.



lisé comme référence) met les axes du premier dans un état d’orientation qui le
distingue de tous les autres UT puisque, tourner un UT, c’est comme tourner un
objet solide; tous ses axes tournent en bloc. Dans EPP ce UT tourné est percu
comme un point qui se distinguent des autres points par sa position relative a ces
derniers. L’étendue de “I’espace du vide” (i.e. le nombre de points) provient du
tres grand nombre de UT alors que les trois dimensions (3D) de I’espace sont des
propriétés issues de la tétravalence de chaque UT; ce sont donc des propriétés
“locales”, des degrés de liberté “internes”. Il faut aussi comprendre que ces états,
ces UT, sont des états a une particule, ce sont tous les états possibles d’une seule
particule matériel (fermion) libre. Mais ceci est facilement généralisable pour plu-
sieurs particules[1] (i.e. seconde quantification).

Le principal intérét de ce travail est la mise en évidence du fait que 1’on peut
retrouver les résultats de la théorie (du champ) de Dirac sans avoir besoin de faire
appel a un continuum spatial 3D, un cadre dans lequel les phénomenes physiques
se déroulent. L’ autre intérét de ce travail est de montrer qu’il y a une certaine si-
militude entre un UT (ou bi-spineur) et un Ibozoo uu. Mais cette similitude n’im-
plique pas qu’il y ait identité. Nous devons toutefois souligner que 1’approche peu
conventionnelle utilisée dans le présent travail pour retrouver les résultats de la
théorie de Dirac nous fait dire que si les textes ummites sont d’origine terrestre, et
si les UT s’identifient aux ibozoo uu alors les auteurs de ces textes connaissaient,
des les années soixantes, le concept de bi-spineurs et savaient comment les utiliser
pour retrouver, comme nous I’avons fait ici, les résultats de la théorie de Dirac.



2 Modélisation

2.1 Définition des Etats 2 une Particule

Désignons par unité tétravalente (UT) un systeme physique qui peut se présen-
ter sous forme de I'un des quatres états quantiques suivants : (o7), (ol), (e7),
(e)). Les fléches, “up ou down”, représentent un des deux états de spin et les
cercles, blanc ou noir, un des deux états de charge électrique ou encore un des
deux états de “matiere-antimaticre. Il s’agit des états composés que par les degrés
de liberté internes de ce 1’on appel conventionnellement une particule élémentaire
(i.e fermion-antifermion). A ce stade-ci il n’y a pas de degrés de liberté externes.
Mathématiquement, 1’état d’'une UT appartient a I’espace vectoriel complexe ¢
= G| ® G de dimension 4 constitué par le produit tensoriel @ de deux espaces
vectoriels complexes, ¢; et Gy, de spineurs de dimension 2 respectivement. Par
définition, le spineur [n);=|j) (i.e. charge) appartient a I’espace ¢; et le spineur
In)2=|a) (i.e. spin) appartient a I’espace Gp. | = =£. L’état d’une UT est défini
par:|j,a) =|j) ® |a) =|j)|e) , un produit tensoriel de deux spineurs (i.e. j = +

et o = £). Une UT a donc quatre états de base : |+,+), |+,—), |—,+) et |-, —).
Ona:
1 0 0 0
0 1 0 0
) +) = +)=) = [=)+) = [=)=) = (D)
0 0 1 0
0 0 0 1

Ces quatres états ou bi-spineurs sont obtenus du produit tensoriel de deux spi-
neurs :

adl

a o af
® = (2)

b B bo.

b



ou par définition :

1

[+ = 3)
0
0

== “4)
1

avec k = 1,2. Notons que :
(+hk= (1 0) 5)

(= (0 1) ©)

et:

(a b)®<(x B) - <a(x aB bo bB). )

2.2 Energies et Etats propres d’une UT

Supposons que ces quatres €tats ont méme énergie qui est prise égale a zéro.
Ils sont les états propres de 1’hamiltonien hermitique H, (i.e. H = H,) tel que :

Ha’j7a> :Ea|j7a> (8)

ou E, = 0. Un état propre est un état stationnaire ce qui signifie que si une UT se
retrouve dans 1’un des quatres état de H,, elle y restera indéfiniment. Toutefois,
puisque ces quatres états ont méme €nergie (i.e. zéro) nous admettons que pour
une raison inconnue il existe une probabilité non-nulle pour qu’elle passe de 1’'un
de ces quatres états a un autre. Notamment, nous admettons les “transferts” : (o7)
<> (oT) et (o]) <> (eo]); un changement de charge sans changement de spin. Ainsi
mathématiquement il existe un hamiltonien hermitique (i.e. W' = W) de transfert
ou couplage W tel que :

(j o [Wij,o) = (j,d[Wij,a) = (j,W|j,a/)* =Ae® & 8o (9)
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ol A et ¢ sont des constantes réelles et A est positive. Les symboles “d” représentent
les deltas de Kronecker. Les états |j, o) sont les états propres de H,, et forment une
base orthonormée telle que :

<j/7(x‘/|j70('> = Sj’7j50c’7oc . (10)

Recherchons les états propres |y) et énergies propres E de ’hamiltonien total H
= H, + W. lls doivent satisfairent a I’équation suivante :

Hly) =Ey) (11)

W) =3 Cialiro) (12)
j,a

est une superposition d’états propres de H,. Les C; o sont des nombres complexes
a déterminer. Multiplions par la gauche 1’équation (11) par (;’,o/|. Utilisant les
équations (8) a (12) on obtient :

Z Cia (Aeijq) Sj/,—jsoc’,oc —ESJ/’J-SOL/,(X) =0. (13)

Jo

Sachant par ailleurs que j (et j/) prend deux valeurs (i.e. +1), que o (et ') prend
aussi deux valeurs (i.e. ), I’expression précédente donne quatre équations qui
peuvent s’écrire sous forme matricielle :

—E 0 A 0 Ci+
0 —-E 0 Ae®|[|Cy-

Ae® 0 —E 0 C_.

0 Ae® 0 —E Cc_ _
(14)

Pour trouver les solutions a ce systeme d’équations on pose égal a zéro le déterminant
de cette matrice. On obtient :

(E>—A%?=0. (15)



Ce résultat montre qu’on a deux niveaux d’énergie (i.e. E = +A) doublement
dégénérés (i.e. deux états distincts pour chaque valeur de E). Les états propres
associés aux valeurs propres £ = £A sont respectivement :

vi) = [14) £ 1)) (Co 1) + Coo1-)) (16)

Nota. Dans I’expression (16) I’ordre entre |j) et |o) a été respecté c’est-a-dire
que les | j) sont ceux entre [] et les |o), ceux entre (). La condition de normalisation
impose que :

(Wi lws) = (w-[y-) =1 (17)
ce qui implique que :
ICo P+|Ci P=1. (18)

Outre la contrainte imposée par (18), les constantes C ;- et C;_ sont arbitraires.
Les spins (i.e. |a)) n’ayant pas été couplés, il est normal de choisir ces constantes
de maniere telle que :

) = 5 |14 & =)o) (19)
Deux solutions pour |y ) et deux pour [y_) selon la valeur de o (i.e. o0 = =) soit

deux états distincts par niveau d’énergie. Avec J = =, posons :

) =—=[1+) +71-)e®] (20)

G-

de sorte que :
W) =)o) = |/, 00) . 2D

Notons que :
') =8, . (22)

Les états |j) représentaient des états de “charge” de méme énergie (i.e. E, =
0). Les états |J) représentent des états de “charge” qui sont séparés par un gap
d’énergie égal a 2A. Les états |J) sont formés par des combinaisons linéaires des
états |J).



3 Dégénéressence N des Etats 2 une Particule

Supposons maintenant que nous ayons N de ces états |J, o). N est un entier
tres grand (i.e. qui tend vers I’infini). Considérons un quelconque de ces N états
comme notre origine ou notre référence. Imaginons un moment qu’a partir de cet
état I’on puisse définir trois degrés de liberté qui, ultimement, vont se manifester
comme trois orientations “spatiales”? arbitraires désignées par x, y et z. Ainsi,
un état quelconque pourra étre représenté par |J, o, p) ol p = pw et ol W est un
vecteur unitaire et sa norme p = 0, + 1, 2 ... N/2. L'équation d’énergie devient
alors :

(J 00 PIHI' o pl) = JAS o S 8 (23)

3.1 Couplage

Soit W, I’hamiltonien hermitique (Wj = W,) de couplage mutuel ou de trans-
fert (hopping) tel que :
<J7 a7ﬁ|WC|le (x'/ul;/> =
N/2 (_ 1 )nfl L
;;1%—(8;%”“ By ) W0 o)

n

(24)

o sont les matrices (4x4) de Dirac :

S 0 o 0 o 0 o
e §)ols B)eele §) @

ou X, y et z sont des vecteurs unitaires dans les direction x, y et z et ou les matrices
de Pauli sont données par :

0 1 0 —i 10
G":(l 0) Gy:<i 0) GZ:(O —1)' (26)

u est un vecteur unitaire et n = 0, £ 1, £2 ... N/2. La somme sur u dans (24)
représente la somme sur toutes les orientations spatiales possibles; N, étant le

2. 1l faut savoir qu’a tout syst€me quantique a deux états on peut toujours associer une orien-
tation spatiale (voir Annexe A). Dans le cas cas qui nous occupe, une orientation z est associée
arbitrairement aux états |a) ; ce qui implique la présence des orientations x et y. C’est a partir de
ces orientations ou axes x, y et z que 1’on peut repérer les autres états grace a des vecteurs p.
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nombre total de ces orientations. {, est une constante réelle. En général elle
dépend de I’orientation u. Toutefois, dans le cas du vide, la symétrie par orien-
taion exige qu’elle soit indépendante de u. Alors on pose :

CuEJSV—E.

(27)
Cet hamiltonien de transfert a une forme inhabituelle de par 1’alternance des signes
=+ et de par le nombre d’états couplés. Normalement, dans les réseaux cristallins
(i.e. physique du solide), le hopping se limite aux premiers voisins et il n’y a pas
d’alternance de signe.

3.2 Interprétation du Couplage W, en termes de Rotations

Il est difficile de comprendre 1’alternance des signes dans le terme de couplage
en (24). On peut toutefois réécrire cette expression d’une maniere qui prend en
compte cette alternance. Il suffit pour cela de faire appel a des rotations. Ainsi
I’équation (24) peut aussi s’écrire :

(.0, BIW I ol pl) =

3 N2 JouJ o JoJ o
“GIX, {R (n=1)m)8; 5. + RS (21— 1)m) ng,ﬁnu]
(28)
avec :
R*(9) = (,alRu(@)', of) (29)
ol Ry (9) est I’opérateur de rotation d’un angle ¢ autour de 1’axe unitaire u :
Ru(0) =cos(¢/2)I—isin(¢/2)d-u . (30)

Notons que Ry (9) agit sur des bi-spineurs et non sur des spineurs c’est pourquoi
& remplace G dans (30) (voir annexe A, éq. (98)). I est I’opérateur unité :

(J,o1|J oy = 8; yr8g o - (31)

La figure suivante résume graphiquement le sens a donner a (28).

10



FIGURE 1 — Représentation graphique de 1’éq. (28). Sur la figure P = 5. A partir
d’un état (origine) quelconque (i.e. point noir au bas du dessin), un second point
noir au bout du vecteur P représente 1’état |J, o) (i.e. UT). Cet état est couplé aux
états en P’ = P4nu avec n = 1,2 ... N/2. Seul n = 1 est représenté. Les vecteurs
P et u sont définis a partir du vecteur z associé a |o). Les états en P’ = P+nu
sont tournés d’un angle de (2n — 1)x (i.e. rotation droite) autour de +u par rap-
port a I’état en P. Le couplage entre I’'UT en P et les autres décroit comme 1/n.
Enfin, toutes les directions u de couplage (par rapport z) sont permises contrai-
rement a un réseau cristallins. Ainsi, un UT est li€ directement a des UT dans

!~/
toutes les directions. Les quantités R{l(x’J ¢ ((Zn — 1)7t) sont les projections de ces

états tournés sur I’état en P. Une telle projection est d’autant plus petite que u est
perpendiculaire a z et d’autant plus grande que u et z sont paralleles.

Par ailleurs, 1’équation (28) peut aussi s’écrire :

s FIWAT o ) — 6,/,4{

(32)

11



avee ©

RS (0) = (oRu(0)]0!') (33)

ol Ry () est ’opérateur de rotation d’un angle ¢ autour de I’axe unitaire u et il
agit sur des spineurs (i.e. |Q)) :

Ry (0) =cos(¢/2)I —isin(¢p/2)c-u . (34)
Notons que :
(oo = 8¢, o - (35)

En ne considérant que les spineurs |J) nous pouvons shématiquement exprimer
les membres de droite des égalités en (23) et (32) sous forme matricielle comme
suit :

A 0
JASJJ/...—) (0 —A) (36)

81/,—1(—C/n)...—>(<_C(/)n)m (_C(/)n)"') : (37)

On constate alors[2] que le terme en (36) se comporte comme un champ magnétique
fictif B, d’intensité proportionnelle a A dans une direction conventionnelle Z alors
que le terme en (37) agit perpendiculairement a Z (i.e. selon X) comme un champ
magnétique fictif B, avec une intensité proportionnelle & —C/n. Bien entendu, Z
et X n’ont rien a voir avec des axes d’espace X, y et z. L’axe Z est un axe fictif
qu’on associe conventionnellement au spineur |J).

Plus n est grand plus By est petit devant B,. Dans ce cas le champ magnétique
fictif B qui est la somme vectorielle de B, et B, est peu différent de B,. C’est pour-
quoi I’énergie (i.e. accompagnant B) est peu différente de A et le spineur associé
a ce B est peu différent de |J). Comme nous le verrons plus loin (§7 éq.(86)),
un grand n implique aussi un couplage a grande distance donc a grande longueur
d’onde ou petit vecteur d’onde. Ainsi, petit vecteur d’onde implique une énergie
voisine de A. En revanche, a petit n (i.e. courte distance ou petite longueur d’onde ;
grand nombre d’onde) B, est grand devant B, et B est plus pres de B,. Ainsi, a
grand nombre d’onde, 1’énergie qui accompagne B est plus grande que A et le
spineur associé a B est différent de |J). Il est plus pres de celui asssocié a B,.

12



Notons que puisque B est la somme vectorielle de By et B, et que B, est fonction
de n alors I’axe unitaire selon B tourne, en fonction de n, dans le plan formé par
les axes unitaires fictifs Z et X. Il faut aussi noter que 1’état associé a B est un
spineur (i.e. deux entrées) comme le spineur |J) I’est a B,. Comme le spineur |J)
représentait les deux états de charge, le spineur associé a B va aussi représenter
les deux états de charge mais “tournés”.

4 Equation de Schrodinger

Dans les trois prochaines sections nous allons obtenir la structure de bande et
les bi-spineurs de Dirac.
Notre opérateur énergie totale est Hr :

Hr =H+W, (38)

et I’équation de Schrodinger est donc :

d
i |¥) = Hr|¥) . (39)

Soit la base de représentation orthonormée |J', o, p’). Cette base est soumise a la

relation d’orthonormalité :
(o, pl ol By = (') (o) (BIP) = 8y s8or a5 - (40)

La relation de fermeture dans cette base est donnée par :

1= Z 7ol VT oL B 41)
]/7a/7 R
Ona:
W) =1¥)= Y Apwpl.o.F), (42)
J/ (X/ﬁ/
ou
Ay = o PIE) . (43)

Ay o g estla projection de [W) sur (J',o, p'|. La normalisation :

(PW) =1, (44)

13



impose que la somme des carrés des projections vaut 1 :

Z Aj;/,(x/,ﬁ’AJ/,(X/,ﬁ/ = Z |AJ/>a/>ﬁ,|2 =1 (45)
Jolp Jol
ou:
o = (PO ) (46)

Multiplions, par la gauche, I’équation (39) par (J,a., j| et utilisons 1’expression
(42) pour |¥). On obtient, en tenant compte de (40) :

.0 . .
lﬁ_AJ.,OC,ﬁ = Z <J7(X‘7p|HT|J/aalvp,>AJ/.,OC’.,ﬁ/ .

at J/7(X/7ﬁl
(47)
En explicitant on a :
.0
lﬁgAJ7a7ﬁ - JA AJ77a7ﬁ +
3 N/2 | ,
o) { )3 { Y 0 (A —A_J,w,,s_nu)} o } (48)
Nu u o Ln=1"
ol on a posé :
6%% = (0|6 - uo) (49)
avec :
G = XGy + YO, + 20, . (50)

S Valeurs Propres de H

Notre objectif est de déterminer les états propres et valeurs propres de H.
C’est-a-dire que nous recherchons les états dont les énergies sont bien définies,
des états stationnaires. Pour toutes les amplitudes A o 5 on a une méme é€nergie
E:

Ajo; =Asap(t) =Crop eXP(Tf) (51)

14



ou les coefficients C; o, 5 sont indépendants du temps 7. En tenant compte de (51),
I’équation (48) devient :

Z { (JA—E)d¢ o Cr o 5 +
a/
N/2

+CN Z l Z - (C*J,Ot’,ﬁﬂtu - CJ,(X’,ﬁnu>:| 63’“/} =0 (52)

nln

Signalons qu’il y a autant d’équations (52) qu’il y a de valeur de p. Afin de pouvoir
résoudre un tel systeme d’équations, il est utile d’introduire le concept de réseau
réciproque, lequel est largement répandu en physique du solide pour les réseaux
cristallins, de maniere a éliminer les indices p pour les remplacer par les indices s
dites variables du réseau réciproque qui est, comme p, sans dimensions. Ce chan-
gement de variable se réalise de la fagon suivante. On admet que les amplitudes

de probabilités C 7oy PEUVENt étre représentées par une série de Fourier :

Crpop= \/_Zc,, w5 exp[—i(5- p)] . (53)
Introduisons (53) dans (52) on a :

Z {(JA - E>80£’,ocCJ,oc’,§ +

oc’“

3 x (a8 P L 20 1y]) el ] 0. (39

Notons que pour N — cona:
o sin(nu - s) 1 -
o) Ay QR ol R 55
Yy =5 (55)

si —t < §-u < 7 (i.e. premiere zone de Brillouin). Soulignons que le membre de
gauche est une fonction périodique de période 271 ce qui implique que la solution
qui sera obtenue plus bas sera elle aussi périodique et de période 27. L’éq. (54) se
réduit a :

\/Lﬁ Z« { Z {(JA - E)Soc’,occj,oc’j

(X/

UL (G000 ) €] pexpl-is- 7] =0
(56)

15



Par suite, la quantité entre acollades doit étre nulle pour toute valeur de 5 :

3 . /
Y | (U8~ E)uraCrars+ Lo ¥ (G- w)ofe) CJ] 0.
u g

(x/
Or:
3 oo 3 / /
—Y -u)op® = (afs-{ —Y uu-3lo) = (05 6la),
Nu u Nu u
puisque 3 :
3
— ) uu=/
Nu u
ou
I =xx+yy+zz,

est le tenseur unitaire d’ordre deux. Par ailleurs, posons :
5= 5yX+ 5,y +5.Z

avec par définition :

()
()

s; = |5]cos(0) .

sy = |5]sin(0) cos

sy = |5]sin(0) sin

(57)

(59)

(60)

(61)

(62)

0 est I’angle entre 5 et I’axe z alors que ¢ est celui entre la projection de 5" dans
le plan (x,y) et I’axe x (i.e. coordonnées sphériques habituelles). L’équation (57)

peut alors s’écrire :

Z (JA—E)SOL’,OLCJ,OU,E'—}_ C(ZSVGSMX ) CfJ,OC/j‘ =0.
A%

(X/

(63)

3. Sion considere que I’orientation de I’axe u varie de maniere continue et non discréte comme
en (59) alors la somme sur u sera remplacée par une intégrale sur 1’angle solide. Dans un cas

comme dans I’autre le résultat reste le méme soit I en (60).
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ou vV = x, y et z. Ceci est maintenant une simple matrice 4 x4 que 1’on peut faci-

. . . oo/ p
lement résoudre. Sachant que les matrices de Pauli 6" sont données en (26) et
que leurs éléments peuvent s’écrire comme suit :

/

6;?7(1/ — 6&’7_(1 G}(}XJX/ — _ia6alj_a Gg7(x — aaa/’a y (64)
I’équation (63) devient :
(JA _E) CJ,oc,E + C(Ocsz> C—J,oc,s’ + Q(Sx - iOLsy) C—J,—OL,E =0. (65)

Sachant par ailleurs que J prend deux valeurs (i.e. 1), que o prend aussi deux
valeurs (i.e. ), I’équation précédente donne I’équation matricielle suivante :

E, 0 Cs, Csx —isy) Ci iy
0 E, Clsx+isy)  —Cs; Ci 5 .
Cs; Csx —1isy) Ep 0 C_ 5 B
Csx +isy) —Cs, 0 E), 7

(66)
avec par définition : E; = (A—E) et E;, = (—A — E). En posant le déterminant de

cette matrice 4 x4 égal a zéro on trouve E :

(—E2+A2+Z(§sv)2>2 ~0. 67)

ou

E==% [N+) (Csv)?> =£/A2+ (Lf3))2. (68)

C’est la structure de bande recherchée (Fig. 2).
La fonction périodique “5-u” en (55) a pour domaine restreint —t < 5-u < T
et puisque le nombre de valeur de 5 est N, alors nous devons avoir :
. 21m
Su=— (69)
N
oum = =£1, £2, ... £N/2. Nous avons supposé ici que les N valeurs de § étaient
réparties de maniere homogene a I’intérieur du domaine —7 a 7. Notons qu’il n’y

17



FIGURE 2 — Structure de bande E vs (|5] éq. (68).

a pas de zéro pour m donc pour 5 u. Cependant, il faut noter que N est un entier
infiniment grand de sorte que I’écart minimal entre deux s u “voisins” tend vers
z€ro mais sans jamais I’atteindre. 5+ u est donc un nombre qui varie de maniere
discrete mais qui, a toutes fins pratiques en raison de la petitesse de son incrément
minimal, se comporte comme une variable “continue”.

La périodicité confere un comportement “fermé”. Cette périodicité et donc
cette apparente fermeture résulte du simple fait que les UT sont dénombrables
bien qu’infini en nombre. Par analogie, nous retrouvons la méme chose pour des
réseaux cristallins.

6 Vecteurs Propres de H
De (68), pour I’énergie £ = —E, ou :

E, = E,(s) = /A% + (s0)? (70)
avec :

s=|5] = /s + 53452 (71)
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on a les deux solutions[1] indépendantes et normées :

Civs

—(1 +nZ)A+STCo(S)

—(le + lny)A—i—sTCo(s)

(1+ny)
(ny+iny)
—(ne—in) 75
(1+ nz)ﬁiw

—(ny—iny)

(1+n;)

(72)

dans lesquelles, n, = s, /s. Par ailleurs, avec E = +E, on a pour solutions[1]

indépendantes et normées :

Ci 45

A(s) = \/ S50

(1+ng)

(ny+iny)

(I’lx + lny) A—‘,—STCO(s)

—(ny —iny)
(1+n;)

(ny —iny) —M_i%(s)

il _
q)j,ﬂ,fq)ﬂ,ﬂ{i_ L,

19

(74)

(75)

est la constante de normalisation obtenue en exigeant que :

(76)



ou les sous-indices sont : J = + et A = +. Bien entendu nous retrouvons en (70)
I’énergie relativiste et en (72)-(75) les spineurs de Dirac [1] avec les changements
sC — cp, A — mc? et E,(s) — €(p) ot p est le vecteur impulsion et p son module,
m est la masse, ¢ la vitesse de la lumiere dans le vide et € 1’énergie. On peut
enfin vérifier que les quatre vecteur-colonnes en (72)-(75) respectent la relation
de fermeture :

Y i@ = (77)
9.H

ou ¥ est la matrice unité 4x4 et que :

q);,}[jq)ﬂ’,}[ §=9079 84790 (78)

7 Coordonnées Spatiales et Unité de longueur.

Bien que seul I’axe ou I’orientation et le module de p ont un sens pour ca-
ractériser 1’état “spatial” d’un UT, on peut toujours lui associer des coordonnées
dites “d’espace”. Posons :

p= PxX+ pyy + D;Z (79)
avec par définition les coordonnées d’espace (qui ne sont pas des entiers) :

|| sin(8') cos(¢) (80)
P|sin(0") sin(¢)
pz = |plcos(8') .

Px
Py

0’ est I’angle entre p et I'axe z (i.e. I’axe associé a |o)) alors que ¢’ est celui
entre la projection de p dans le plan (Xx,y) et I’axe x (i.e. coordonnées sphériques
habituelles). Par définition les coordonnées spatiales cartésiennes sont :

X = pxa (81)
Yy =pya (82)
Z=p.a (83)
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ou a est I'unité de longueur. Par ailleurs, tel que noté plus haut, nous avons la cor-
respondance entre le module p de I’'impulsion (ou le module k du vecteur d’onde)
et sC:

cp:cﬁk—>sC:2Ca. (84)

En identifiant le module k du vecteur d’onde a s/a on trouve que I’unité de lon-
gueur est donnée par :

e
=

Ainsi nous pouvons réécrire le couplage comme le produit de deux constantes
fondammentales que divise une distance na :

E—%. (86)

n na

a (85)

On peut se faire une idée de 1’ordre de grandeur de L. En effet, on sait que dans
les accélérateurs linéaires d’électrons[3], le rapport v/c ol v est la vitesse des
électrons (i.e. vitesse de groupe) est telle que : v/c = 99.9%. Or, en une dimension,
v est donné par :

2
oo P _ c’p

dp V/(me2)2 + (cp)?

(87)

Remplacons cp par s€ et prenons pour s sa valeur maximale (i.e. £7) on tire :

r
Y_0099—_ " (88)
c 1+ (nl)?

ouI"= (/A ce qui donne :

o 0.999 ~7 (89)

~ my/T—(0.999)2

Notons que si nous avions v/c = 99.9999% alors : I' ~ 225. 1l est clair de par
ce qui précede que { est une énergie tres grande devant A. Cette énergie est une
mesure de la largeur de bande.
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8 Conclusion

Dans ce travail nous avons montré que lorsqu’une énergie de transfert C existe
entre des bi-spineurs ou “unités tétravalentes” (UT) identiques dont le nombre
est infini mais dénombrable possedant chacun deux états quantiques doublement
dégénérés (tétravalence) séparés par une €nergie 2A, 1’énergie relativiste et les
états quantiques relativistes d’une particule libre de masse au repos A/c?, de spin
1/2 ainsi que ceux de son antiparticule sont retouvés. Un espace a trois dimensions
est issu de ces unitées et de 1’ordre existant entre eux. Cet espace est euclidien et
quantifié avec une longueur minimale égale a c/i/C.

Il est intéressant de noter que, dans le cas du vide, chaque UT est connecté
ou couplé directement avec un nombre infini d’autres UT, qu’une telle connection
entre deux UT s’accompagne d’une rotation relative de ces derniers qui est égale
a un nombre impair de demi-tours (i.e. (2n-1)7m), que I’intensité de cette connec-
tion diminue comme 1’inverse du nombre n (i.e. 1/n), que ces connections se font
dans toutes les directions et que ces directions, qui deviennent celles de 1’espace
physique 3D, sont issus des UT eux-mémes. Une connection entre deux UT est
donc en mesure de retenir en “mémoire” la direction de celle-ci et le fait que si ces
derniers sont tournés relativement de (2n-1)x, I’intensité de leur connection vaut
1/n fois C.

Finalement, les similitudes qui existent entre Ibozoo uu et bi-spineur sont les
suivantes :

- une paire d’ibozoo uu liés = un bi-spineur ou unité tétravalente |/, o) (i.e. un
1boz0o uu = un spineur)

- ils sont dénombrables mais en nombre infini

- ils sont mutuellement connectés ou couplés

- ils se distinguent les uns des autres par des rotations

- on peut leur associer des axes

- les ibozoo uu sont a 1’origine des particules élémentaires = les bi-spineurs
sont les états quantiques (composés des degrés de libertés internes) de telles par-
ticules notamment des fermions-antifermions

- ils sont de par leur axes associés, leur nombre et leur connections mutuelles
le substrat d’un espace physique euclidien discret a 3D
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9 Annexe A

9.1 Représentation sous forme d’axes

Considérons deux espaces abstraits ou mathématiques. L’un est un espace
complexe a deux dimensions (2D) ou espace de spineurs. Tout élément de deux
composantes (spineur) & dans cet espace est donné par :

u 1 0
é oy e u + Vv 5 (90)
v 0 1

ou u et v sont deux nombres complexes quelconques. Le second espace abstrait
est un espace réel a trois dimensions (3D). Tout élément de trois composantes
(vecteur ou axe) s dans cet espace est donné par :

X1 1 0 0
s=|lx|=x|0| + x]1 + x310 = xx+xy+x3z, (91)
X3 0 0 1

dans lequel x1, xp et x3 sont trois nombre réels qui satisfont a la condition de
normalisation :

sP=xt+x3+x5=1. (92)

Considérons une opération du groupe SU(2). Elle est représentée par Q, une
matrice 2x2 complexe, unitaire (i.e. QQT = 1 = Q7Q) et unimodulaire (i.e.
déterminant +1) qui transforme un spineur & en un autre spineur & par la rela-
tion :

& =Qg. (93)

Soit un vecteur (axe) s de I’espace 3D. La matrice réelle 33 orthogonale B qui
appartient au groupe O™ (3) (souvent designé par SO(3); déterminant +1) trans-
forme I’axe s en s’ en accord avec :

s =Bs. (%94)
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Des matrices comme B sont des matrices de rotations. Ainsi, dans (94) I’axe s est
transformé en I’axe s’ a la suite d’une rotation bien définie. Il y a une correspon-
dence un-a-un [4] (isomorphisme) entre B, la matrice orthogonale 3x3 et (Q, -Q),
une paire de matrices complexes 2x?2 unitaires et unimodulaires telle que :

s-6=Q(s-0)Q" (95)
ou:
G = O0,X+ 0,y + 0,z (96)

avec les matrices de Pauli :

0 1 0 —i 10
Gx:(l 0)’ Gy:(i 0)’ GZ:(O —1)' ©7)

En raison de I’isomorphisme ci-dessus, 1’équation (95) effectue la méme transfor-
mation que (94). Par suite, si un spineur est transformé en un autre par la matrice
Q de SU(2) (i.e. (93)) dans un espace 2D complexe, alors la méme matrice Q
transforme, en accord avec (95), un axe en un autre comme le ferait une rotation
dans un espce réel 3D.

A cause de cet isomorphisme, il est utile d’exprimer Q comme une fonction
de I’axe de rotation et de 1’angle autour de cet axe. Ces deux parametres peuvent
étre parfaitement bien définis dans un espace réel 3D.

9.1.1 Matrice Q
La matrice Q de SU(2) prend la forme[4] :

Q=Rq(¥) = cos(y/2)l - isin(y/2)c - u 98)
ou
U= X+ 0y + U3z 99
avec :
1 = sin(By)cos(0y)
u = sin(By)sin(¢y)
uz = cos(8y) . (100)

Y est I’angle de rotation autour de ’axe u et :

1 O
1:(0 1). (101)
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9.1.2 Association Spineurs-Axe

En raison de Q ci-dessus nous pouvons associer a chaque axe de I’espace
3D une paire de spineurs de I’espace 2D. Par définition, si Ry(7y) transforme un
spineur en lui-méme (a un facteur constant pres) alors ce spineur sera associé a
I’axe u. Par exemple, prenons les spineurs 1) :

1

+) = (102)
0
0

I-) = . (103)
1

L’axe associé est z. En effet, si nous posons u = z (i.e. 6, = 0) dans Ry(y) et
I’appliquons sur |1) nous obtenons :

R, (Y)M) = e Mn). (104)

De plus, conformément a (95), si nous appliquons R, () sur1’axe z (i.e. s = z) alors
on obtient le méme axe z. En général, pour tout axe tel u les spineurs associés sont
IN)u donnés par :

[4+)u = cos(8,/2) |+) + sin(8,/2)e!® |—-)
|—)u = —sin(0,/2)e % |+) 4 cos(0,/2) |-) (105)

et ils satisfont a :

Ru(Y)Mu = e M)y . (106)

De plus, en accord avec (95), si nous appliquons Ry () sur I’axe u (i.e. s = u) nous
obtenons le méme axe u.
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