
MP1 Exercices de colle Semaine 14

Exercice 1

On pose In =
∫ +∞

0
n!
(

n∏
k=1

(x+ k)
)−1

dx.

Pour quelles valeurs de n ∈ N In est-elle bien définie ? Déterminer lim
n→∞

In.

Exercice 2
On pose, pour tout x ∈ [0, 1], pour tout n ∈ N, fn(x) = xn(1−

√
x).

1. Prouver que
∞∑

n=1

∫ 1

0
fn(x)dx =

∫ 1

0

x

1 +
√
x

dx.

2. En déduire la valeur de
∞∑

n=0

1
(n+ 1)(2n+ 3) .

Exercice 3

On pose, pour tout n ∈ N, In =
∫ 1

0

1
1 + tn

dt.

1. Déterminer la limite ` de In.
2. Déterminer un équivalent de `− In.

3. Prouver que
∫ 1

0

ln(1 + t)
t

dt =
∞∑

k=1

(−1)k

k2 . En déduire un développement asymptotique à trois termes de In.

Exercice 4
On note L1 l’espace des fonctions réelles intégrables, L∞ l’espace des fonctions réelles bornées, que l’on munit respec-

tivement des normes 1 et uniforme. Pour f ∈ L1, on définit sa transformée de Fourier f̂ : x 7→
∫ +∞

−∞
f(t)eitxdt.

1. Montrer que f̂ est bien définie et continue.
2. Montrer que l’application f 7→ f̂ est continue de L1 dans L∞.
3. En passant à la transformée de Fourier, déterminer tous les couples (f, λ) où f fonction de classe C1 intégrable de

limite nulle en l’infini, et λ ∈ R, tels que ∀ ∈ R, f ′(x) = f(x+ λ).
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