
MP1 Exercices de colle Semaine 10

Exercice 1
Soit I intervalle ouvert de R.
1. Soit A = {(x, y) ∈ I × I, x < y}. Montrer que A est connexe par arcs.

2. Soit f : I → R dérivable, supposons l’existence de α, β ∈ I tels que f ′(α) < 0, f ′(β) > 0. Soit ϕ
{
A → R
(x, y) 7→ f(y)− f(x) .

Montrer que 0 ∈ ϕ(A).
3. En déduire qu’il existe γ ∈ I tel que f ′(γ) = 0.

Exercice 2
Montrer qu’il n’existe pas d’injection continue de U dans R.

Exercice 3
Soient A,B parties fermées d’un evn E, telles que A ∪ B et A ∩ B soient connexes par arcs. Montrer que A,B sont

connexes par arcs.

Exercice 4
Montrer que l’épigraphe d’une fonction réelle continue est connexe par arcs.

Exercice 5
Soit f : R → R continue. Supposons qu’il existe (xn)n∈N bornée, telle que ∀n ∈ N, |xn − xn+1| ≥ 1 et f(xn) = 1

n .
Montrer que l’équation f(x) = 0 possède au moins deux solutions.

Exercice 6

Soit f ∈ C2([0,+∞[,R) solution du problème de Cauchy

 ∀t ∈]0,+∞[, f ′′(t) = −t|f(t)|
f(0) = 1
f ′(0) = 0

. Montrer que f −→
+∞
−∞.

Exercice 7

Soit E = C([0, 1],R), soit ϕ
{
E → R
f 7→ f(0) . Montrer que ϕ est continue lorsque E est muni de la norme infinie, mais

pas lorsqu’il est muni de la norme 1.
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