MP1 Exercices de colle Semaine 7

Exercice 1
S
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, soit u € L(E), soit p,, = Z ap X" son polynéme minimal.

k=0
On définit p = min{j € N, a; # 0}.

1. Montrer que si p = 0, alors u est inversible.
2. On suppose p > 1. Montrer que E = Ker(u?) @ Im(u?).

Exercice 2

Soit E espace vectoriel de dimension finie, soit u € L(F), soit p projecteur sur E.

On définit @ L) — f(E) . Montrer que ® est un endomorphisme diagonalisable de L(E).
w = Lpou+tuop)

Exercice 3

Déterminer toutes les matrices A € M, (C) vérifiant :

VM € GL,(C), AM = MA = det(A + M) = det(M)

Exercice 4

Soient A, B € R, [X] vérifiant AA B =1 et B scindé a racines simples. On définit ¢ : R,,[X] — R, [X] par : ¢(P) est
le reste de la division euclidienne de AP par B.

1. Montrer que ¢ est bien définie et que c’est un endomorphisme de R, [X].

2. Quelles sont les valeurs propres de ¢ ? Est-elle diagonalisable ?

Exercice 5

, R, [X R, [X
Sow{ P[ | - X”[P(]I/X) :

Montrer que ® est bien définie, que c’est un endomorphisme de R,,[X] et qu’elle est diagonalisable.



