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Introdu
tionLe problème de Mordell-Lang traite de la stru
ture des solutionsd'un système polyn�mial dans un groupe Γ donné et généralise no-tamment 
ertains énon
és de �nitude (
onje
ture de Mordell). Lesaspe
ts quantitatifs s'appuient prin
ipalement sur une inégalité de Vo-jta dont nous proposons i
i une nouvelle appro
he. Sauf ex
eption,nous nous pla
erons dans le 
adre le plus élémentaire, 
elui d'un tore
A = G

g
m de dimension g > 1.

Première appro
he
Pour illustrer le problème, 
onsidérons U = {±2k3ℓ | k, ℓ ∈ Z} quiest un groupe multipli
atif de rang 2 et posons P (x1, . . . , xg) = x1 +
. . . + xg − 1. Pour g = 2, on peut véri�er que l'équation P (x) = 0 aexa
tement 21 solutions dans Γ = Ug :

(9,−8), (4,−3), (3,−2), (2,−1), (3/2,−1/2), (1/2, 1/2),

(4/3,−1/3), (2/3, 1/3), (3/4, 1/4), (9/8,−1/8), (8/9, 1/9)et leurs symétriques. Vu que 2k − 2k + 1 = 1, des solutions dites "dé-générées" en nombre in�ni apparaissent pour g > 3.Plus généralement, si K est un 
orps de 
ara
téristique 0, Γ un sous-groupe de (K×)g de rang �ni r et a ∈ (K×)g, F. Amoroso etE. Viada (2009) ont prouvé que l'équation P (ax) = 0 a au plus
(8g)4g

4(g+r+1) solutions non dégénérées dans Γ (telles qu'au
unesous-somme de a1x1+ . . .+agxg n'est nulle), améliorant ainsi d'autresestimations établies antérieurement.En parti
ulier, si K est un 
orps de nombres et U le sous-groupe de
K× formé des éléments de valuation nulle en-dehors d'un ensemble �nide pla
es S 
ontenant les pla
es ar
himédiennes, alors U est de rang
♯S − 1 (théorème de Diri
hlet). L'équation obtenue est alors diteéquation aux S-unités (K = Q et S = {∞, 2, 3} pour l'exemple
i-dessus).

Présentation du problème
Posons maintenant K = Q et A(Q) = (Q

×
)g le groupe des pointsalgébriques du tore A = G

g
m. Si Λ ⊂ Zg est un sous-groupe tel que

Zg/Λ est de rang b sans torsion, le groupe dé�ni par
B(Q) = {x ∈ A(Q) | ∀λ ∈ Λ, xλ1

1 . . . x
λg
g = 1} ⊂ A(Q),irrédu
tible pour la topologie de Zariski, est appelé sous-tore de di-mension b.Fixons d'une part un sous-groupe Γ ⊂ A(Q) de rang �ni r et d'autrepart une sous-variété

X(Q) = {x ∈ A(Q) | P1(x) = . . . = Pt(x) = 0}dé�nie par une famille (Pk) de polyn�mes à 
oe�
ients dans Q. Leproblème de Mordell-Lang 
onsiste à trouver une dé
omposition�nie
X(Q) ∩ Γ =

b⋃

i=1

(xiBi)(Q) ∩ Γ

où les xiBi ⊂ X sont des translatés de sous-tores Bi de A par despoints xi ∈ X(Q) et b = b(X, r).

L'existen
e d'une telle dé
omposition a été démontrée par M.Laurent (1984). Par quotient le problème se réduit à prouver la �-nitude des solutions dites ex
eptionnelles, résultat qui peut aussis'énon
er 
omme une 
onséquen
e. Plus pré
isément, si ZX désigne laréunion des translatés de sous-tores de dimension non nulle in
lus dans
X alors

(X \ ZX)(Q) ∩ Γ est fini.En parti
ulier, pour une 
ourbe X (irrédu
tible de dimension 1) quin'est pas la translatée d'un sous-tore, ZX est vide et X(Q)∩Γ est �ni.
Élargissments

Contexte abélien − Nous pouvons transposer le problème dans dess
hémas en groupe d'autre nature. Pour A une variété abélienne, leproblème deMordell-Lang devient 
onje
ture de Lang, prouvéepar G. Faltings (1994). Celle-
i 
ontient la 
élèbre 
onje
ture deMordell : toute 
ourbeX proje
tive lisse de genre g > 2 sur un 
orpsde nombres K n'a qu'un nombre �ni de points rationnels. G. Rémond(2000) a mis en éviden
e des bornes expli
ites qu'on peut illustrer parla majoration :
Card{(x, y) ∈ Q2 | F (x, y) = 0} 6 M23

D2

pour tout polyn�me F de degré D à 
oe�
ients entiers dans
[−M,M ], M > 3 tel que 
e 
ardinal est �ni.Rappelons en e�et qu'une telle 
ourbe X se plonge dans une variétéabélienne A de dimension g (ja
obienne) et n'est pas la translatéed'une sous-variété abélienne de dimension 1 (qui sont des 
ourbes el-liptiques). Il su�t don
 de prendre Γ = A(K) de type �ni (théorèmede Mordell-Weil). Notons aussi que le problème s'étend au 
as desvariétés semi-abéliennes qui englobe les 
as toriques et abéliens.
Retour aux tores − Nous pouvons également varier les 
onditionssupplémentaires imposées aux solutions. En remplaçant le groupe Γ parun épaississement

Γε = {xy | x ∈ Γ, y ∈ A(Q), |y| 6 ε}on obtient le problème dit deMordell-Lang plus Bogomolov.I
i |.| désigne une norme naturelle sur E = A(Q) ⊗Z R, obtenue enprolongeant la hauteur de Weil (logarithmique) pour le plongementquasi-proje
tif A →֒ P2
g−1. Dans 
es 
onditions B. Poonen (1999)a établi que la dé
omposition reste valable pour tout ε inférieur à un
ertain ε0 > 0.Par ailleurs, nous pouvons redé�nir la notion de solution ex
eptionnellepar une 
ondition du type

0 < dist(x,∆) 6 exp(−δ|x|)où ∆ = ∂A ⊂ P2
g−1 désigne la frontière de A. Le problème se rap-pro
he alors du théorème d'approximation de Roth. Dans le 
adreabélien (ave
 |.|2 hauteur de Néron-Tate et Γ = A(K)), G. Fal-tings (1991) a démontré la �nitude pour ∆, δ > 0 quel
onques.En�n, la question se porte évidemment sur les aspe
ts quantitatifs quenous allons dis
uter maintenant. G. Rémond (2002) a montré la ma-joration
b(X, r) 6 (deg(X))(r+1)g

2m3m2

ave
 m = dim(X) + 1, ainsi que ε0 = (deg(X))−g2m3m. Notons que
es valeurs ne dépendent que des données géométriques (dimensions etdegré) et non arithmétiques (hauteurs, 
orps de dé�nition,...).

Idées de la preuveNous nous plaçons maintenant dans l'espa
e ve
toriel réel F = Γ⊗ZRde dimension �nie r muni de la norme |.| et nous expliquons brièvement
omment majorer le nombre de points de (X \ZX)(Q)∩Γ (d'après P.Vojta, G. Faltings et E. Bombieri). Supposons X irrédu
tible dedimension non nulle et asso
ions-lui des seuils q,M,N, c, c1, c2, c3 > 1.
Points de grande hauteur − L'idée 
onsiste à re
ouvrir F \ {0}par une famille �nie de 
�nes (au plus (9c1)r) dans lesquels deux pointsquel
onques véri�ent

|(x⊗ |x|−1)− (y ⊗ |y|−1)| 6 c−1
1 .Un premier résultat appelé inégalité deMumford permet d'extrairede toute famille de points de notre ensemble 
ontenue dans l'un de 
es
�nes une sous-famille su�samment espa
ée :

c3 6 |x0| 6 |x1| 6 . . . =⇒ c3 6 |x0| 6 c−1
2 |xM | 6 c−2

2 |x2M | 6 . . .Celle-
i se 
ombine à un se
ond résultat appelé inégalité de Vojtaqui se rappro
he d'une démonstration de trans
endan
e et permet demajorer le 
ardinal n de 
ette sous-famille par m − 1 = dim(X). Ene�et si n > m :1. On 
onstruit un fais
eau inversible sur (X \ ZX)m et une se
tionglobale représentable par des polyn�mes de petite hauteur (Lemmede Siegel).2. Grâ
e aux di�érents seuils, on minore l'ordre d'annulation de 
elle-
iau point x = (x0, xM , . . . , x(m−1)M ), puis on 
onstruit une sous-variété irrédu
tible Yi ⊂ X de dimension m− 2, de degré et hauteur
ontr�lés 
ontenant l'un des xi (Théorème du produit de Faltings).3. On réitère le pro
édé en replaçant le fa
teur (X \ZX) par (Yi\ZYi
),et ainsi de suite... On aboutit à Yi = {xi} pour un 
ertain i et à une
ontradi
tion du type c3 6 |xi| 6 h(Yi) 6 c3/2 pour c3 assez grand.
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Points de petite hauteur − Pré
isons d'abord que, parmi les seuilsque nous 
hoisissons, seul c3 dépend de la hauteur de X en plus de ladimension et du degré. Pour éliminer 
ette dépendan
e, nous supposonsque le nombre de points de norme inférieure à c3 est supérieur àN . Nouspouvons alors en déduire que 
es mêmes points se 
on
entrent dans uneboule de rayon c. Sa
hant que pour tout y ∈ Γ

Card{x ∈ (X \ ZX)(Q) | |xy−1| 6 q−1} 6 q,nous re
ouvrons 
ette boule par au plus (7qc)r boules de rayon q−1.Con
lusion − Le nombre total de points est don
 majoré par
Card[(X \ ZX)(Q) ∩ Γ] 6 (9c1)

r(m− 1)M +max(N, (7qc)rq).Le raisonnement s'a

ompagnant d'une ré
urren
e sur la dimension de
X , les quantités M,N dépendent essentiellement du résultat aux rangsinférieurs. En outre, une puissante majoration pour q a été établie parF. Amoroso et E. Viada (2009). Ainsi l'e�
a
ité de la méthodedépend surtout des seuils c, ck dont le r�le est de 
ontr�ler les variétés
Yi.

Méthode par épuisementPour n = m = 4, reprenons l'inégalité deVojta et dressons un tableaudes dimensions des variétés Yi(e) 
onstruites à 
haque étape e :
e Y0 Y1 Y2 Y30 3 3 3 31 3 3 2 32 3 3 2 23 2 3 2 24 1 3 2 25 1 3 2 16 1 2 2 17 1 2 2 0D'une ligne à la suivante, la dimension de l'une des variétés, séle
tionnéede façon aléatoire, 
hute d'un 
ran et le nombre total d'étapes né
es-saires est 
ompris entre m− 1 et (m− 1)2.L'idée de la méthode par épuisement 
onsiste à uniformiser la 
hutede la dimension en appliquant le pro
édé à un nombre global de va-riétés plus important et en éliminant au fur et à mesure les variétés dontla dimension ne 
hute pas. Cela permet d'optimiser le nombre d'étapeset de limiter l'utilisation du théorème du produit a�n de 
ontr�ler bienplus e�
a
ement les variétés Yi (et leur degré en parti
ulier).

e Y0 Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y60 3 3 3 3 3 3 31 2 2 2 22 1 13 0Supposons par exemple m = 4 et n = 7 = (m − 1)m/2 + 1. En
onsidérant toutes les sous-familles formées de 4 points et en leurappliquant le pro
édé (alinéas 1 et 2), nous 
onstruisons au moins
4 = (m−2)(m−1)/2+1 sous-variétés de dimension 2 et séle
tionnonsainsi 4 points. Nous réitérons ensuite l'opération sur 
ette sous-familleen remplaçant m par m− 1, et ainsi de suite... Notons que la 
onditiond'espa
ement véri�ée par la famille globale l'est automatiquement pourtoute sous-famille.Sous 
ette forme, la 
on
lusion de l'inégalité de Vojta est don
 lé-gèrement plus faible, mais les hypothèses (les seuils) sont en revan
henettement meilleurs. Appliquée au problème de Mordell-Lang, ellepermet d'abaisser la dépendan
e en m et d'obtenir

b(X, r) 6 (26g
3

deg(X))3g(m+1)4m(r+1).


