SUITES DE FONCTIONS

On se place dansdspace B, R) des fonctions réelles bornées sur un interviate R.
Cet espace estorméen prenant : poufr € B(I,R) , [|f|| =sup [f(X)] .
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Enfin, cet espace normé esimplet

On considere maintenant une suig) . ,, de fonctions dé&3(I, R).

Les 2 convergences des suites de fonctions

On définit laconvergence simplge la suite(fn) . ,, €n un pointx € | en examinant la convergence
de la suite reell€fn(x)) ., - Onaalors :lim fn(x) = ((X).
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[ Cette notion n'a rien de nouveau par rapport a I'étude dgssaumériques ].

Si la convergence simple est vérifiéetent point xe |, on obtient undonction limitel définie surl.
On peut alors examiner onvergence uniforme de la suit) . ,, verst sur |, qui est la convergence

de cette suite dans I'espaBé,R). C’est-a-dire :
lim |fo— (]| = 0ouencore: lim (sup [fa(x)—0(X)]) =0
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La convergence uniformeécessitelonc la convergence simple. La réciproque est fausse : utee su
peut converger simplement vei) en tout pointx € | sans converger uniformément vérsurl.

Les trois théoremes concernant la limite dune suite de fonctions

On veut examiner les "propriétés"” de la fonction liniiteu regard des propriétés des fonctibns

Continuité.Si : — chaque fonctioti, est continue sulr;
~ la suite(fn) . ,, converge uniformément vetsurl ;
alors la fonction limitel est continue sur.
[ Remarque : ce théoreme est surtout pratique par sa cog&apai la suite de fonctions continues
converge simplement vetgliscontinue ( ne serait-ce qu’en un pointidealors la
convergence ne peut pas étre uniformeldur

Intégrabilité.Ici I'intervalle | est uncompacta, b].
Si : > chaque fonctiorfi, est intégrable suia, b] ;
~ la suite(fn) . ,, converge uniformément vetsur[a,b] ;
alors :— la fonction limite( est intégrable sy, b] ;

~etonalaformulelim [“f(x) dx= [ lim fo(x) dx[c'est-a-dire|” (x) dx].
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Dérivabilité. Ici I'intervalle | est uncompacta, b].
Si : — chaque fonctior, est de class€* sur[a,b] ;
— il existe un réebk € [a,b] pour lequel la suitéf,(a)) converge
( convergence simple en un point) ;
~ la suite des dérivéd$,) . ,, converge uniformément vegssur([a,b] ;
alors :— la suite(fn) , . ,, converge uniformément s{a, b] ;
- sa limite( est de class€* sur[a,b] ;
~Vxel[ab],l'(X)=gX;soit:(lim f.(x)) = lim fa(x).
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Par la suite, on étendra ces résultats aux séries de fongtion



